J. DIFFERENTIAL GEOMETRY
12 (1977) 345-376

QUELQUES PROBLEMES D’INTERSECTIONS
EN GEOMETRIE RIEMANNIENNE

PIERRE MARRY & JEAN-LOUIS VERDIER

Cet article constitue essentiellement un travail de mise au point. On y ex-
ploite systématiquement certaines idées de S. S. Chern (cf. [6]). Quelques pro-
grés ont été faits dans la présentation des calculs, certaines formes différentielles
introduites par Chern apparaissant naturellement comme intégrales sur les
fibres d’un fibré en spheres de formes classiques. Ces calculs se rattachent a
ceux de certains caractéres différentiels.

Les auteurs se sont beaucoup inspiré du travail fondamental de R. Bott
et S. S. Chern (cf. [3]) qui traite de problémes analogues en géométrie C-
analytique.

1. Elément d’aire relatif

1.1. Courant de Dirac. Soient X une variété différentielle C* de dimen-
sion #n, Y une sous-variété de X de dimension p < n, Ty le faisceau d’orienta-
tion de X et i: Y — X l’injection canonique. Soit T un faisceau localement
libre de rang 1 sur X, égal & son inverse, induisant sur Y le faisceau d’orien-
tation de Y.

A toute p-forme différentielle T-tordue & support compact « sur X, le courant

de Dirac dy de Y associe le nombre réel {5y, ap = I *(a).
Y

Si « est fermée, ce nombre ne dépend que de la classe de cohomologie a
support compact de «, donc §, détermine un élément de Hom (H#(X, T), R).
La dualité de Poincaré nous donne un isomorphisme Hom (H¥(X,T), R) =~
Ext*? (T, Ty) et, comme T est localement libre, on a un isomorphisme

Ext*~? (T, Ty) ~ H*"*(X,Hom (T, T)) = H* "X, T ® T) .

L’image de dy dans H* ?(X, T & Tx) est la classe fondamentale [Y] de Y
dans X (par rapport & T'). Elle provient en fait d’un élément de H> ?(X, TQ T )
par le morphisme canonique H3 ?(X,T ® Ty) — H" ?(X, T ® Ty).

Si V' est un voisinage ouvert quelconque de Y dans X, [Y] a donc des re-

présentants qui sont des formes différentielles fermées, a support dans V', et
T @ Ty -tordues.
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Si wp est un tel représentant, wy, € I'(X, 25?2 (T ® Ty)) et
(@) dwy =0,
(b) suppw, C V,

(c) pour toute forme fermée o ¢ I'(X, Q% ?&QT) on af *(a) = f o /N oyp.
Y X

Dans la suite de cet article, on montre que, lorsque X est riemannienne, on
peut déterminer de telles formes w, de maniére canonique. On en tire quel-
ques conséquences pour des calculs de nombres de Lefschetz.

1.2. Cas des fibrés vectoriels. Soit 5 — > X un fibré vectoriel réel de
rang r > 0 sur une variété différentielle X de dimension »#, muni d’une métrique
sur les fibres. Comme les fibres de z sont orientables, le faisceau sur 5 d’orien-
tation relative de & au-dessus de X est I’image réciproque d’un faisceau #(5)
sur X, et le fibré vectoriel de rang 1 sur X associé & #(&) n’est autre que A" 5.
Notons Ty le faisceau d’orientation de X.

Soit § — > X le fibré sur X en spheéres unités de =.
Definition 1.2.1. On appelle élément d’aire relatif sur S toute (r — 1)-
forme ¢ sur §, C= et z¥(¢(5))-tordue, telle que

@ [ o=1,
s
(i) il existe une r-forme y sur X, C> et t(5)-tordue telle que do = —z¥y.
(Dans cette définition, le symbolef désigne I’opération d’intégration le long
s

des fibres de ng, cf. [4, § 10].)
Comme on le verra au § 1.3, il existe toujours des éléments d’aire relatifs.
Remarquons que la condition (i) n’est qu’une condition de normalisation.
En effet, sous I’hypothese (ii) on a

df o:f dd:f —zdy =0
”S ﬂ'S i-us

et par suite, f o est une fonction localement constante.
s

Proposition 1.2.2. Soient o, et ¢, deux éléments d’aire relatifs sur S. 1l ex-
iste alors une (r — 1)-forme B sur X et une (r — 2)-forme y sur S telles que
o, — 0, = m§B + dr. Réciproquement, si o, est un élément d’aire relatif sur
S, B une (r — 1)-forme sur X et y une (r — 2)-forme sur S, ¢, = o, + = +
dy est aussi un élément d’aire relatif sur S.

Posons z = g, — ¢,. On a f z = 0 et dr = z¥(¢) ol ¢ est une r-forme sur

T8
X. Soit ¢ un nombre réel strictement positif, soit @,: R, — R une fonction C=,

a support dans [0, <[ et égale a 1 sur le segment [0, 3¢]. Notons p la projection
canonique de & — X sur S (on identifie X 2 la section nulle de &).

Soit p: & — R, la norme sur les fibres de 5. La forme d(@,(p)p*c) est C*
sur & — X et se prolonge & & en une r-forme fermée 4,, C= et z*#(5)-tordue,
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a support dans le voisinage tubulaire 5, = {§ € &|p(§) < e} de X. En effet,
sur & — Xona

d(@.(p)p*c) = Dp)dp N p*z + D.(o)p*(do) ,

et, comme @/(p) est nulle au voisinage de X et dr = w¢, chaque terme se
prolonge & & tout entier. Sur 5 — X, df, = 0, donc, comme dim X < dim &,
df, = 0 sur 5. Notons K la famille des supports de 5 dont la projection sur
X est compacte. On a, pour toute forme « e I'x(&, 2% @ a*Ty) fermée,

J a A6, =0
g

En effet, soit &, le voisinage tubulaire de rayon & > 0 de X dans &, =, la
projection de S, = 85, sur X. On a

Ja/\ﬁezlim a/\a:nmff a N6,
4 X Jr|8-5p

h—=0 J E~8p h—0

— lm JX f . (FDrd A 9 (op*)

h—0

Par la formule de Stokes relative, on a, car (8 — &,) = —S,,

J s dla N\ D.(m)p*c)

—af anore— 07 e AR e

7| 9(E—Ep)

- dj an Ot - (—1)nj a A D(Op*cls, .
z|E~8p Th

Donc

W [ [ ane==[ [ ~Danompls,.

D’autre part, on a le lemme suivant.

Lemme 1.2.3. Soit « une forme C° sur 5. Soit i,: S — S, la projection
naturelle du fibré en sphéres de rayon 1 de & sur le fibré en sphéres de rayon
h. Soit 5 une forme C* sur 5 telle que if(y| s,) soit localement bornée sur S,

uniformément par rapport d h, et telle que J 7| g, converge uniformément sur
Tk

tout compact vers une limite 5, lorsque h tend vers 0. Alorsf (@ N\ 9)ls, ad-

met une limite uniforme lorsque h tend vers O, qui n’est autre que (| x) /\ 7.
Cela résulte trivialement du fait que « est C° et que «|g, — 7 («| ) con-
verge uniformément vers O lorsque 4 tend vers O.
Appliquant & ce lemme 1’égalité (1), il vient
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limj j @ A0, = —f (oclx)/\limj (p*zls) = 0.
¥ Jzl5~53 x h—0 J 7

h—0

Doncj a N\ 8, =0 pour toute forme «a ¢ I x(5, 2% @ z*T,) fermée. La
k-4

dualité de Poincaré nous montre ’existence d’une (r — 1)-forme C=p’, sur &
telle que 4, = dg’.

Sur 5., — X on a 4, = n*¢ = df’. Toutes ces formes étant C sur 5, ,,
cette égalité reste vraie sur 5, ,, tout entier. En particulier, par restriction a X,
on voit que ¢ = d(ﬁ’!z) Notons B, = | x. On a dr = x¥(dB,) = d(z¥p),
donc = = z¥p; + 7/, ou ¢/ est une (r — 1)-forme sur S telle que dy’ = O et

J ¥ =0.
s

On a une suite exacte de cohomologie (cf. § 2.2 de cet article)

00— H (X, t(S))——)H’ s, n-g‘t(u)) =5 H(X,R) —> -

Done, il existe une {r — 1)-forme B, sur X, fermée, C> et #(&)-tordue telle
que ¢’ = n¥B; + dy, ou dy estune (r — 2)-forme sur S. En posant 8 = g8, + 8,
on trouve bien pour r I’expression désirée. La réciproque est immeédiate.

On déduit directement de cette proposition le corollaire suivant.

Corollaire 1.2.4. Si ¢ est un élément d’aire relatif sur S, la r-forme y sur
X telle que do = —r¥y est fermée, et sa classe de cohomologie ne dépend pas
de I’élément d’aire relatif ¢ choisi.

On a la proposition suivante.

Proposition 1.2.5. Soient p: 5 — X — § la surjection canonique, ¢ un
nombre réel strictement positif et @,: R, — R une fonction C a support dans
[0,el, égale a 1 sur [0,e/2]. Notons p la norme sur 5 et 5, I’ensemble des
éléments de 5 de norme strictement inférieure ad ¢. Soit ¢ un élément d’aire
relatif sur S. Alors :

(@ la forme y, = (—1)"® (p)p*o sur 5 — X est une section localement L'
de 7@ r*1(5), ¢’est-a-dire que pour toute (n + 1)-forme +» sur 5, d support
compact, C° et n-*TX-tordue A Ny, est intégrable sur 5

(b) la forme —dy, sur & — X se prolonge a B en une r—forme w, fermée,
C= et n*t(5)-tordue, a support dans 5

(¢) si @, et 7, sont les courants sur 5 associés aux formes w, et y,, 6y le
courant de Dirac de la section nulle X de 5, on a 6y = &, + df,.

(a) Pour que 7, soit localement L', il suffit que p*s le soit. Soit 1lr une
(n + 1)-forme de classe C° sur & a support compact. On a

L_X A\ pro = L f [ L A (p*olsh)]dh ,

ol +J, est, au signe pres, le coefficient de dh dans I’expression de +» en coor-
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données polaires. Comme f ¥y N\ (P*e)g,) tend uniformément vers O lorsque
Tr

A tend vers O (lemme 1.2.3), la fonction A — f ¥, A\ (P*a|g,) est intégrable

sur [0, 4+ oo [.

(b) Résulte du fait que dd.(p) = O au voisinage de X.

(c) Soit « une n-forme différenticlle sur £, & support compact C=, et 7*T 4~
tordue. On a

(y @y = (= D" F,, da> = (—D”“j (o) A 7.
E-X

donc

@+ dray = ano+ (0 @ AT,

g 5-X
Ia/\wszj a/\wsz—j a N\ dy,,
8 =X E~X

donc on a

(o, + dF., &> = (_1)n+1L_X da A7) = (=1 limL_E da A1)

k-0

= lim(—l)”j @Ay = 1imf f (@A p*o)|s, = f |y
h-0 Sh h—0 J X J Ty X
La derniére égalité étant justifiée par le lemme 1.2.3.
En particulier, pour toute forme fermée o ¢ I (&5, 2% @ z*Ty) on a

J'Xa|X=La/\ws.

Dans les cas ou Y est une sous-variété compacte de dimension p < n de X,
variété riemannienne de dimension », notons Ny le fibré normal 2 Y. On
peut trouver un nombre réel ¢, > 0 tel que, pour tout ¢ > ¢,, ’exponentielle
induise un C~-difféomorphisme du Y-fibré en boules ouvertes de rayon ¢ de
Ny sur le voisinage tubulaire V', de rayon ¢ de Y dans X. L’image d’une forme
®,, construite sur Ny comme ci-dessus par I’exponentielle, représente la classe
fondamentale de Y dans X (par rapport & tout faisceau 7T localement libre de
rang 1 égal a son inverse, et induisant sur Y le faisceau d’orientation de Y).

1.3. L’élément d’aire relatif canonique. Onreprend dans ce paragraphe
les notations du paragraphe précédent. Notons F/ une connexion sur le fibré &
qui préserve la métrique. On sait qu’il en existe une. Notons d’autre part E
= g¥(&) le S-fibré image réciproque de 5 par =g, 7z la projection canonique
de E sur S, v: S — E la section normale a S, définie par v(&,) = (&,, &,) pour



350 PIERRE MARRY & JEAN-LOUIS VERDIER

tout £, €S, o S, désigne la fibre de S au-dessus de x ¢ X, et N le sous-fibré
de rang 1 de E engendré par v.

Le S-fibré vectoriel de rang r, E ™, S est muni d’une métrique sur les fibres
et d’une connexion V', images réciproques de la métrique sur les fibres de 5 et
de la connexion V sur &.

Notons N1 I’orthogonal de N dans E, V' et V1 les connexions sur N et N+
respectivement, induites par V,, et F/, la connexion sur E somme de Whitney
de V et V1. Pour tout élément ¢ de Uintervalle 7 = [0, 1], on définit sur E
la connexion V, = t/, + (1 — 0O,.

Notons pr la projection de S x I sur S. Il existe sur pr*(E) une connexion
unique 7 telle que

(a) pour toute section s de E, 7,,,,(prts) = 0,

(b) la restriction de 7 & pr*E| g, est V,.

Les tenseurs de courbure de V,, V', et 7 peuvent étre considérés comme des
2-formes sur S et S X I & valeurs dans E* ® E et pr*(E* ® E) respectivement.
Du fait de I'existence d’une métrique sur les fibres, on peut les considérer
comme des 2-formes 0, 2, et @ sur S et S X I, a valeurs dans A’E et
pr*(A\? E) respectivement. De méme, le tenseur de courbure de I peut étre
considéré comme une 2-forme 2 sur X a valeurs dans A% 5.

Notons aussi 7, et 7, les connexions images réciproques sur pr*E de V, et I,
2, et 2, les images réciproques sur S X I de @, et £,. On peut écrire

V=w,+1—t0,=V,+ 1 — DR,

ol R =V, — 77, est C>-linéaire. Si « est une p-forme sur S x I a valeurs dans
pr*E, on a
R(a) = <V, ads + (— 1P, adV 5,
ol = pr*y. On a
Vol =V,oF, + (1 —0F,cR + RoV]+ (1 —0)ReR + R A dt.

Lemme 1.3.0. Sur les sections de pr*E, on a les égalités suivantes entre

les opérateurs
V.oR 4+ Rol, = (i,  >o — (5, DV — 279, - V9,
RoR =P, SV w .

Ce lemme résulte directement de ’expression de R, donnée plus haut, et

des égalités (5,5> =1, (F,5,5> = (5, V5> =0 et {Fyp, V,p) = 0 (cette derniere

égalité étant vraie parce que F,p est une forme de degré 1 a valeurs dans pr*E).
En passant aux 2-formes correspondantes’ sur S x I, a valeurs dans pr¥*( A\ *E)

1 3 tout endomorphisme antisymétrique f d’un espace vectoriel V' euclidien, on associe
alt(f) e A2V tel que {x A y,alt(f)y = 2{f(x),y) pour tout x et tout y de V.
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on obtient 1’égalité

R=0,+20 =P AN —Fp A V3D
+ A —=—0Fp ANVp+2Fp Ao A dt,

ou encore
(x) 2=, +20 =W Av+@E—-VDWpAVs+2F5 Ao Adt.

Soit gz la (r — 1)-forme C= sur S, a valeurs dans A" E définie par

(1) ‘75:—————257:}")”' om sir=2m,
TTm.: pr
(2) aE:LI—)Lv/\Q{," sir=2m+4+ 1.
227n+1ﬂmm!

Comme A"E est le fibré vectoriel de rang 1 associé a =¥#(&), o est une
(r — 1)-forme C= sur S et z¥1(&)-tordue,

Proposition 1.3.1. ¢ est un élément d’aire relatif sur S.

Cette proposition résuite des deux lemmes suivants.

Lemme 1.3.2. do; = —zi(((—1)™/2"mz™m!)Q™), lorsque r = 2m et dag
=0 lorsque r = 2m + 1.

Remarquons tout d’abord que les connexions naturellement induites sur
ATE et pr*(A\" E) patr Vet V', 7, et I respectivement préservent la métrique.
Comme ces deux fibrés sont de rang 1, I, est égale & F/, et I/, est égale 4 F sur
ces fibrés,

(a) cas ou r = 2m. Nous utilisons la connexion V/,.

D’apres la formule de Stokes relative, on a

(_1)m e @m

Vg = —~ =2
198 2imagmm ! pr
— (—Dm [ ’7(§m) + (_1)27"—1_[ @m ] .
20mgmm L pr prla(s xI) S(SXI)

Par I’identité de Bianchi, F(2™) = 0. D’autre part, comme 3(S X I) = S X {1}
—S X {0jona

f O™ ysnny = O — Q.
pr(d(SxI)

Deplus 27 =0carVy =Fy @ Fy1 done 2, = 2y + 2y et en Elevant a la
puissance m tous les facteurs sont nuls. Donc

LIPS

P T 2¥m g |
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(b) casolr = 2m -+ 1. Nous utilisons la connexion /.
Vo N Q9 =V N Q7 + v ANTy(25) =0

car Vo = 0 et V(@) = 0 par I’identité de Bianchi.
Lemme 1.3.3. I oz = 1.
8

(a) casr =2m.
L’expression de 2 (cf. (%)) nous donne

_ 1 = P
or= 3 ™ _rARA — 0P A Bl
prg+s=m-1 D !q Is!

ANIE =D AFIEAN2FSADANdt+ A,
ol A est la somme des termes qui ne contiennent pas df, et dont I'intégrale

sur les fibres de X x I —2-» § est nulle.
D’autre part, les termes ot ¢ > 1 sont nuls car 5 A 5 = 0. 1l reste

(2= 3 o acan oy A o[ @ = v,
T 0

pt+s=m~-1 D !S !

ou €ncore

— 1(—1)s+122+1(s 1) sos
om — m A F s+l A QP s
Ipr p+s§m-1 pls!(2s + ! g ( lp) '

ce qui donne pour ¢, I’expression

. _ (=Drm—p— D! m-2p—
(1 blS) s = p;o (2m . 2p _ 1)!p!22p+1n_m v A (‘71"’)2 -l VAN Q{’ .

Le seul terme, dont 1’intégrale sur les fibres de z n’est pas nulle, est celui ou
p = 0 et donc

[Los= O v A @

Cm — D12-7™ J=s
= m=D! oy 2 g
Qm = 1)12.7m m— 1)

car la restriction de v A (Fp)*™~! & chaque fibre de § 55 X est @2m — 1!
fois la forme volume de cette fibre, dont le volume est 2z™/(m — 1)!.

(b) casr=2m -+ 1.

Daprés (x) ona 27 = (2, + 2Fp A v — Fp A Fp)™ ce qui s’écrit
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(=1)y¥m!
p+ars=m plgls!

Qp = ANV A LA () L

ce qui donne

— 1!
sA o= 3 DML A o

p¥s=m  plg!

et par conséquent

: — “ (_1)? 2m—2
(2 bis) 0z = p; iy (= )] v\ Fpym=22 N\ Q7.
Le seul terme dont I'intégrale sur les fibres de zg n’est pas nulle est celui ou
p = 0, ce qui donne
1 1

22m+1n.mm!
_ am 1
Ls 78 T Damwigmg Ls” AT Sy o m)!

Definition 1.3.4. La forme ¢, définie sur S par 1’égalité (1) si le rang de
& est pair, par 1’égalité (2) sile rang de 5 est impair s’appelle I’élément d’aire
relatif canonique de S associé a la connexion [.2

Remarque. La connexion /' sur 5 donne naturellement un scindage f de
la suite exacte de S-fibrés

00— n¥dy —> 025 (__f" Q5 —>0
d’ou I'on déduit une décomposition de 2% en somme directe

5= D #¥00 Q@ Qx

a+pf=r—-1

et une décomposition des (r — 1)-formes sur S, #(5)-tordues

WIRED = @ mHD @ W @ wEHE)
En particulier ¢; se décompose selon cette somme directe. On peut aisément
vérifier que cette décomposition coincide avec la décomposition (1 bis) ou (2
bis), selon la parité de r.
Soity. e I'(X, 2% @ #(&)) la forme définie ci-dessus telle que —do; = n¥(y5).
On a dy; = 0, donc y, définit une classe de cohomologie [y;] appartenant a
H'(X, (&)). La proposition 1.2.2 montre que cette classe ne dépend pas de

* on retrouve en (1 bis) une expression donnée par Chern dans [6] dans le cas du fibré
tangent A une variété riemannienne de dimension paire.
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I’élément d’aire relatif choisi, donc de la connexion utilisée pour le construire.
Lorsque r est impair, y; = 0.

Definition 1.3.5. La forme y. définie ci-dessus s’appelle la forme d’Euler
du fibré associée d la connexion V, et sa classe [y:] s’appelle la classe d’Euler
de 5.

Lorsque rg5 = 0, on pose par convention y, = 1.

2. Propriétés de I’élément d’aire relatif canonique

2.1. Fonctorialité par rapport a Ia base. Soient & %5 X un fibré vec-
toriel défini comme au §1, et f: ¥ — X une application C~ d’une variété dif-
férentielle Y dans X. Notons f*(&) le Y-fibré vectoriel image réciproque de &
par f, muni de la connexion image réciproque de V' par f. Alors

Opxey = [H(02) €L Ypws = FF(xa) -

2.2. Homomerphisme de Thom-Gysin. Dans ce numéro, & désigne soit
le faisceau d’orientation 7 ; de X, soit le faisceau simple de fibre R sur X, et ¢
désigne le faisceau inversible & & ().

Remarquons tout d’abord que pour tout faisceau inversible &/ sur X, et
tout nombre entier k, nous avons des isomorphismes

p*: HYS, tésl) —> HY5 — X, n* |5.%)
7*: HYX, o) —> H*8, %)

car S (resp. X) est rétract de 5 — X (resp. ). Les isomorphismes réciproques.
sont les morphismes de restriction correspondants.

De méme, si & (resp. ) désigne la famille des supports de & propres’au
dessus de X (resp. de projection sur X relativement compacte) on a pour tout
nombre entier ¥ un isomorphisme

w: H%(5, n*o/) — HE(E, n* )
et comme X est rétract de &, un isomorphisme
. H(X, /) — H. (8, )

pour tout nombre entier /. On a donc, par dualité de Poincaré un isomorphisme
transposé

HymYE, ot @a*T 3z Qa*1(5) - H " UX, L QT &) .

Done, quitte a changer les notations, on a pour tout faisceau inversible et tout
nombre entier k un isomorphisme
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j L Hi(E, nst) —> H"(X, o ® 1(5)) ,

qui n’est autre que I’intégration sur les fibres de # et dont I’isomorphisme ré-
ciproque est I'application u qui & la classe [«] de H* (X, o @ #(&)) de re-
présentant « associe la classe de n*a A\ w,, ol w, est définiec comme dans la
proposition 1.2.5.

Propesitien 2.2,1.  L’unique application de H*"(X, s/ ® H(5)) dans
H*(X, /) rendant commutatif le diagramme

u

HE(E, o*sl) > HY (5, n¥ o)

l v

H (X, of @ H&)) —> HYX, o)

oli u est I’application naturelle, est I'application U lyz] qui d un élément de
H*"(X, o Q H&)) fait correspondre son cup-produit a droite par [y;].

Cette proposition se déduit immédiatement de ce qui précéde.

Soit ¢ un nombre reél compris strictement entre O et 1 et @, la fonction dé-
finie comme en 1.2.5. Posons v = 1 — @,. On note toujours p: 5 — R, la
norme sur les fibres de 5, p: 5 — X — § la surjection canonique.

Notons ¢: H*"Y(S, nf/) — HYE, n*o/) Papplication qui, a la classe [«] de
H*(S, n¥s/) de représentant « associe la classe de d(y(p)p*a).

On a la proposition suivante,

Proposition 2.2.2. On a un diagramme commutatif, dont les lignes sont
exactes et les colonnes des isomorphismes :

e HE, wtar) 2 g — X, 7%l |s_y) —> HYAE, n*ol)

‘| | /|

Is

J
o HRYE, R ) S HYS,aisl)  —> HY(E, n¢s/)

S HYE, ) PSS HYE — X, ntel |y - -

Idl s (
u A4

L BB mret) s BAS,Thet) -

ou la ligne supérieure est la suite exacte de cohomologie associée au fermé X
de 5.

La deuxieme ligne est la suite exacte de cohomologie a supports propres sur
X de &, en interprétant S comme ’ensemble de points a I’infini de 5. Par
construction § n’est autre que le cobord de cette suite exacte. La commutativité
du diagramme résulte alors des compatibilités entre cohomologies a support.

Corollaire 2.2.3. On a une suite exacte (suite exacte de Thom-Gysin)
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Her(@y) 2 HYQ)——> HHA)—>  HR(Dy) I HEOY -

s

. 7
l Idl H(u)l Jry o7 Idl
- v

e HE (1058, ) > HHQ3) > HH(2) <> HH (23 /1038, )2 HF Q) - - -

dont les lignes sont exactes.
Le diagramme obtenu en ajoutant la fléche en pointillé est toujours com-

mutatif. En effet, si g € 2% est une forme fermée, posons r = <n§f /9) N oz
s

— B. Alors dr = ngk[(—l)"_r<f ‘B) A x] et.[

ﬂs k)
me dans la proposition 1.2.2, qu’il existe des formes a et b, sur X et §

z = 0. On en déduit, com-
8

respectivement, telles que ¢ = n¥a + db. Par conséquent g et ](I ﬁ) sont
s

dans la méme classe de H*(Q5/i2%(&, n)).

En revenant a la définition de la différentielle sur 4°, on voit que § n’est
autre que le cup-produit & droite par [yl, ce qui fait apparaitre la suite exacte
de Gysin

) ¥k Jzg
s HO7(Qy) —> HY(Qy) —> H* Q%) —> H 7 1(2%) .

Comme la ligne inférieure est exacte aussi, on en déduit que la fleche ver-
ticale non-nommée induit un isomorphisme sur la cohomologie. D’aprés le
lemme des cing, H(i) en est aussi un.

Corollaire 2.4.3. Si [x] = O (ce qui est le cas par exemple lorsque r est
impair) on a

H*(S) = H*X) @ H*(X, (&) ,

oli g est tel que ¢* =0 sir est pair, et ¢* = Lp,, sir=2m+1 et ot d’% =r — 1.
D’autres conséquences de la proposition 2.4.2 sont données dans [10].
2.5. Restriction 4 un sous-fibré. Soient V une variété différentielle C* et

F "5 V un fibré vectoriel de rang r sur V/, muni d’une métrique sur les fibres
et d’une connexion I’ compatible avec cette métrique.

Etant donné un drapeau D d’ordre n de F, c’est-a-dire une suite strictement
décroissante de n sous-fibrés vectoriels de F telleque F = F, > F,... D F,,
si nous notons I = [0, 1] et p; 1a projection V' X I*' — V pour 1 < k < n,
nous définissons par récurrence une connexion ¥, sur le fibré p}F de la manic¢re
suivante :

(@ pourk=1,F, =F,

(b) pour k > 1, désignons par g, la projection de V' x I*™* = (V x I*7?)
x Isur V X I*~% Alors V', est la connexion sur p}F qui réalise 1’homotopie
entre la somme de Whitney de g3V _ilpr, ot de gV |, ot gV, (Fi
étant 1’orthogonal de F, dans F).
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On note 2,(D) la forme de courbure de la connexion V' et y,(D) la forme
d’Euler de p¥F muni de la connexion V.

On note (D) la (& — n + 1)-forme x2(D) sur V.

Remarquons que lorsque le rang du ﬁbre Z défini dans les numéros précé-
dents est pair, I’élément d’aire relatif canonique sur S, est la forme @(D) cor-
respondant a un drapeau D d’ordre 2 particulier.

Dans le cas ot D est un drapeau d’ordre 2 de F, la forme @(D) est la forme
de courbure totale relative de F, dans F, = F.

Soient 5 —» X un fibré vectoriel défini comme dans les numéros précédents,

P —? 5 X un sous-fibré strict de 5 S 5, X et S 2% X les fibrés en spheres
unité associés respectivement & 5 et 2, i I’injection canonique de &’ dans S.

Soient ¢ et g les éléments d’aire relatifs canoniques sur S et S/, 2t le sous-
fibré de & orthogonal a X, muni de la connexion induite par celle de &, yz1
sa forme d’Euler.

On note V (resp. /) la connexion sur z¥5 = E (resp. w¥ 5 = E’) image
réciproque de celle de &, N (resp. N’) le sous-fibré de E (resp. E’) engendré
par la section v (resp. v) normale a S (resp. S).

On note aussi 4 la forme de courbure totale relative de X dans & et B la
forme sur §’ égale & @(D), o D est le drapeau E’ D wf 3 D N’ de E'sile
rang de 5 est pair, et B = A B’ ol B’ estla courbure relative de &2 N N'L
dans N’*+ muni de la connexion induite par V'’ si le rang de & est impair.

Théoréme 2.5.1. Onai*s; = o5 N\ awysL + wiAd — dB.

Démonstration. (a) rgE = 2m.

On considére le drapeau d’ordre 2de E/, D = (E' D F/ D N'), ou F' = w} 2.
On a un diagramme commutatif

S’XIZ—)S/XI
S/

ot I, ps, Ps» g5 sont définis comme plus haut.

On définit, comme au début de ce numéro, les connexions V', = V', V, et V,
sur E/, pfE’ et pfE’ et les formes de courbure correspondantes £,(D), 2,(D)
et QD) sur &, 8§’ X I et § X I?, ainsi que les formes d’Euler y,(D), (D) et
x:(D).

On a

do(D) = d | 1D =d [ ] w@

= Lz d qu x(D) + (=1 jpzla(S’xI) L; 1:(D)
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=[ af v +| w0 — | 2(D) |
Pe a3 P3l S X {1} XTI P3| S X {0} XTI

De plus, x3(D) s x0xz = O car c’est la forme d’Euler de la connexion somme
de Whitney des connexions induites par F, sur p¥N’ et pFN’L, et pFN’ est de
rang 1, et y,(D)]s xux; ©st la forme d’Fuler de la connexion qui réalise ’ho-
motopie entre la connexion somme de Whitney des restrictions & pFF’ et pFF’+
de pl’’. Son intégrale sur les fibres de psg. vy, €st donc la forme de courbure
totale relative de ¥ dans F, et par fonctorialité est égale a I’image réciproque
par @y, de la forme de courbure totale relative de X' dans &Z. On a de plus
WD) — |

a| D) = f dy D) + (—1)2m-1[f | xs(D)] ,

23187 xIx {1} 23] 87 XIx{0

Ou encore
@ ®

——— R e ——— K
f df x:(D) = f f Xs(D) - f f xs(D) .
Py a3 Py J 23|87 XIX {0} Pa J 25|87 XIX {1}

La forme| @ est la forme de courbure totale relative de N’ dans E’, donc
C’est i*o5. "

D’autre part @D n’est autre que ((—1)™/2*"z"m ) (2 + pFQp1)™ ot Qp1
est la forme de courbure de F* muni de la connexion induite par F’, et 2 est
la forme de courbure de la connexion sur p¥F qui réalise I’homotopie entre la
somme de Whitney des connexions induites par p¥F’ sur pfN’ et son orthogonal
dans p¥F, et pfV’.

Le seul terme non nul dans la décomposition de (2, + p¥Qz1)™ est, pour
des raisons de dimensions de fibrés le terme (m! /I1(m — ) D(ZL A pF(Q5),
si le rang de X est pair et égal a 21,

En intégrant sur les fibres de p,, on trouve, si rg X' est pair,

f f (D) =05 N\ ypL =03 N\ @551
22 J 43187 xIx (0}

formule qui reste vraie si rg 2 est impair, car alors y; = 0.

On adonc dB = o; N w¥ys — i*c: + w}.A, ce qui donne dans ce cas le
résultat recherché.

b)) rg=2m+ 1.

On note V; la connexion sur £/, somme de Whitney des connexions induites
par I/ sur N’ et N'*, Q; la forme de courbure associée.

Soit I la connexion sur pFE’ qui réalise ’homotopie entre Fj|z @ V{|z o et

7. et soit {25 la forme de courbure associée. On a

Pos = T A0 et 0 = e + Ko™ + [ B

22m+1n.'m,m !
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D’autre part
Qolpr = 050251,
v AT f o = V{,(u’ A f @gm) = d(y A f "gm) car iy’ = 0 .

En décomposant (£2¢|,» + £2¢|7L)™ et en éliminant les termes nuls, on trouve
le résultat attendu.

Corollaire 2.5.2. 3, = y; N xzL + dA et par conséquent [y:] = [y;]1 U
[XE—L]'

2.6. Homotopie relative et formule de degré. Etant données deux fibra-

tions F, s XetF ) ™5 X au-dessus de X et deux applications fibrées f et
g de F, dans F,, C=, on appelle homotopie fibrée C= de f sur g toute applica-
tion C~ h: F, X I — F, telle que pour tout x de F,, on ait A(x, 0) = f(x), A(x, 1)
= g(x) et pour ¢ dans [0, 1], on ait z,0 h(x, ) = x.

. T ’ . ’ . ’
Soit & ——> X un fibré vectoriel de rang r défini comme dans les numéros

précédents, S 5, X le fibré en sphéres unités associé, Z %5 X une X-fib-
ration propre, a fibres connexes et orientables et de dimension strictement posi-
tive, tel que le faisceau d’orientation relative de Z par rapport & X soit z}#(Z),
ou #(Z) est un faisceau inversible sur X.

Proposition 2.6.1. Pour toute application C* et X-fibrée @ de Z dans S, et
tout élément d’ aire relatif ¢ sur S, D*g est une forme fermée C=, t(5) R (Z)-

Tz

tordue sur X, dont la classe ne dépend que de la classe d’homotopie fibrée de
@. De plus, si le rang de la fibration Z — X est r — 1, cette forme est une
section a valeurs entiéres de t(5) X t(Z) dont la valeur en tout point x de X
est le degré de I'application @, = @ l;,.

Ona

d.[ @*oz.[ @*(do):.[ @*ﬂﬁx:j ¥y =0.

D’autre part, soient I = [0, 1], &, et @, deux applications X-fibrées de Z dans
S, @: Z x I — Z la projection canonique. On a un diagramme commutatif :

[7/]
ZxXxI—S
ok
z Zsx.

Si r=rg5 on a dJ D%q :J @*(de) + (—1)-D-1[D¥s — Dfe] et par
q q

suite
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L’assertion (3) résulte de proposition 2.6.1. Démontrons (2). Soient g et g’

deux métriques sur les fibres de 5, § 55 X et 8" 25 X les fibrés en sphéres
unités associés & ces métriques, p: & — X —Setp’: 5 — X — 5 les projec-
tions canoniques et ¢’ un élément d’aire relatif sur §/. Alors ¢ = p™*¢’|g est
un élément d’aire relatif sur S, p*o = p'*¢’ et il existe une r-forme y sur X
telle que do = —zfy et do’ = —asy. Donc si E(X, 5, s; 8) ne dépend pas
de I’élément d’aire relatif choisi, il ne dépend pas non plus de la métrique.

Soient ¢, et ¢, deux éléments d’aire relatifs sur S. D’apres proposition 1.2.2,
il existe une (r — 1)-forme 5 sur X et une (r — 2)-forme y sur S telles que o,
= o, + wfy + dy. Siy, et y, sont les r-formes sur X telles que do, = — =¥y,
et do, = —nr¥y, onay, = y, — dy. Donc

j ﬁAs*p*alzf 5/\s*p*ao+J BA 7 +I 8 A s*p*dy) .
X ax ox X

D’apres la formule de Stokes, comme df = 0, le dernier terme est nul et le
second estj d(8 /\ n), ou encore (—1)*~" I B A dy. Donc
X X

(—D”Lﬁ A+ (1) J'axﬂ A s*p*a,
=00 [ s An+ O s Aspa+ e[ s A dv;]
= (D[ BA G+ + (=1 [ s AR,

d’olr (2) puisque ¥, + dy = x,.

Supposons X compacte et prenons pour fibré £ le fibré T, tangent & X,
pour section s la section normale sortante v, et pour § la section canonique.
Posons alors E(X) = E(X, Tx,v; f).

Proposition3.1.2. Ona E(X) = EP(X),0u EP(X) = }; (—1)!dim H*(X,R)
(cohomologie singuliére) est la caractéristique d’ Euler-Poincaré de X .

Supposons que la dimension de X soit paire. Soit p un champ de vecteurs
sur un voisinage de X qui prolonge la section normale sortante v sur X. On
peut munir T, d’une métrique et d’une connexion compatible [ telle que 'y
= 0. La forme A de courbure totale relative de & dans T est alors nulle.

D’aprés remarge 2.6.4, on a donc

(*) I v¥p*ar, _J A=0.

Notons X la variété sans bord obtenue en recollant deux copies X, et X, de
X le long de leur bord . On a, d’aprés (x),

E(X) = IX Zrs + IX trs = 2E(X) .
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Par la suite exacte de Mayer-Vietoris, on a
E(X) = EP(X) = 2EP(X) — EP(6X)

et, comme dim (3X) est impaire, EP(6X) = 0, d’ol la proposition dans ce cas.

Supposons que la dimension de X soit impaire. On a alors, d’aprés re-
marque 2.6.4, comme le sous-fibré de T, normal a y au-dessus de 34X n’est
autre que le fibré tangent a 0X, et comme y,, = 0,

E(X) = }E(@X) = 1EP(GX) .

On a la suite exacte

H*X,R)

\

N J
H%(X, R) «— H*(3X, R)

d’olt EP(GX) = EP(X) — Y, (—1) dim Hi(X, R).
Par la dualité de Poincaré de X, on a

— % (=1 dim Hi(X, R) = 3 (— 1) dim H'(X, Tx) .

Lorsque X est orientable on a donc EP(©X) = 2EP(X). Dans le cas contraire
soit X le revétement canonique a deux feuillets orientable de X. On a

Hi(X,R) = H(X,R) Q H'(X, Tx) ,
d’ou
EP(X) + 3 (—1)*dim HY(X, Tx) = EP(X) = 2EP(X)
- puisque X est un revétement d’ordre 2. Donc EP(X) = 2EP(X) ce qui dé-
montre la proposition.
Corollaire 3.1.3. Soit Z C X un fermé dont X soit un voisinage cotubu-

laire. Pour tout i, H:(Z, R) est un R-espace vectoriel de dimension finie iso-
morphe d H(X,R). On a

EP@) = EPX) = (— 1" [ s + (=07 [ ooy, .

En effet, comme Z admet un systéme fondamental de voisinages rétracts de
X, onaHY(Z,R) ~ H(X, R).
3.2. Termes locaux. Dans ce numéro, on conserve les notations du nu-
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Proposition 3.4.1. Pour toute forme C* fermée 8 sur X, de degré n — r
et vy ® t(&)-tordue, & support compact, on a

OW,s, B = (—1)" lim

8

B8 N\ s*p*o .
Vi
En effet, par la définition 3.2.1 on a, pour tout %,
OW,5,) = EW i, Bl sl = (—1° | gAz+(=1r[ sAstpra,

et la premicre intégrale tend vers zéro avec la mesure de V' lorsque &£ tend
vers ’infini.

Considérons le cas ol & est muni d’une connexion compatible avec la mé-
trique. Supposons qu’il existe un voisinage V' de W dans X qui soit une sous-
variété & bord de X, fermée dans X, tel que s ne s’annule pas sur V' — W et
qu’il existe un difféomorphisme F: ¥V X 10, 1] =» V' — W. Un tel voisinage
et un tel difféomorphisme existent par exemple dés que la variété X, le fibré
5 et la section s sont analytiques d’apzes les résultats de Lojasiewicz. Notons
s’ .V — W — S 'unique section telle que

@ Sy = 6/lIsIDley = posler,

(b) <Fs’,9/9ty = 0, ol 9/t est le champ de vecteurs tangents verticaux
de la fibration proF~': V — W —dV. Pour ¢¢]0, 1], notons 4s,: dV — S
I’application x — s'(F(x, ©)).

Proposition 3.4.2. Pour toute forme C= fermée § sur X, de degré n — r
et vy & H(&)-tordue, a support compact, on a

OW,s5, ) = (—1) lim LV AsF(z*Bls A o) -

D’apres la proposition 3.4.1, on a
OW,s, ) = (—1) lim B N s*pre .

t—0 J avx{n
Sur V — W, les sections pos et (x, t) — 4s,(x) sont (V' — W)-homotopes. II
résulte alors de la remarque 2.6.2 que

*pre = * (o
J.meﬁ/\s 14 U—J'WAsﬁ (#*Bls N o) .

Lorsque W est localement une réunion de sous-variétés qui se coupent trans--
versalement, cas auquel on peut se ramener lorsqu’on dispose de la résolution
des singularités, le calcul de la limite dans la proposition 3.4.2 fait intervenir
des résidus associés aux différentes intersections des composantes de W. Nous.
traiterons le cas ou W est une sous-variété connexe.

Soit alors ¥ un voisinage tubulaire de W dans X ; c’est une sous-variété &
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bord, voisinage de W dans X, munie d’une rétraction =, : ¥V — W qui est une
fibration en boules. Posons z,, = ny|,», de sorte que r,, est une fibration en
sphéres. Lorsque ¢ tend vers O, la famille de morphismes 4s, tend uniformé-
ment sur tout compact ainsi que tous ses jets vers un morphisme de variétés
fibrées sur W, noté 4s: 9V — Sz . On constate que la classe de W-homotopie
de 4s ne dépend pas du voisinage tubulaire choisi.

Corollaire 3.4.3. Ona

OW,s,8) = (—1) IW ((mw) A LW As*og,w) .

Comme 7o 4s, tend vers z,,, on a, d’aprés proposition 3.4.2,
OW,5.0) = (=1 [ a(Bl) A ds* 0z

d’ou le corollaire.

Corollaire 3.4.4. Supposons qu’il existe un sous-fibré 5 de 5 |W tel que
rgq — rg = codim W et un voisinage tubulaire V de W tel que Iapplication
As: 3V — 8. correspondante prenne ses valeurs dans Sgw — Sy. Alors si
codim W > 1 ou bien si codim W = 1 et rg& impair, on a

OW, s, p) = (—1)r IW,B ® (45) A 15 »

oli e est une section d valeurs entiéres de 1(5) ® t(V) ® 1(¥). Lorsque codim W
=1 et rg& est pair il faut remplacer dans la formule précédente y; par la
forme de courbure totale relative A de 3 dans 5.

Résulte des corollaires 3.4.3 et 2.6.3 dans le cas codim W > 1 et de la re-
marque 2.6.4 dans le cas codim W = 1.

Corollaire 3.4.5. SirgH = codim W on a

oW, 5, ) = (1) jW 5®e(ds) .

Dans certains cas on peut déterminer la classe d’homotopie de 4s par le
calcul différentiel d’ordre 1. On a, sur &, la suite exacte de fibrés

0—-rn*f > T; —>z*Ty—0

ou Ty et T'; sont les fibrés tangents, d’oll une suite exacte sur X en prenamnt
I’image inverse par s

() 05 —>s*T;—>Ty—0.

L’application tangente T's: Ty — s*T, est un scindage de («x). On a sur W,
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supposé Etre une sous-variété de X, la relation s = i ou { est la section nulle,
d’ol s*T ;| = i*T: |y, et deux scindages T's et Ti de la suite exacte

0— &y —s*Tsly = Txlw — 0.

La différence T's — Ti est un morphisme de fibrés vectoriels T x|y — S|y = Sy
qui s’annule sur le fibré tangent Ty, d’ ol par passage au quotient un morphisme
Ds: Ny > 8y ouNy = Tyly/Tw.

Corollaire 3.4.6. Si Ds: Ny — By est un isomorphisme de Ny sur un
sous-fibré de 5y,,° on a, lorsque codim W > 1, ou bien lorsque codim W = 1
et rgE impair

OW, s, p) = (—1)r JW B®e A tosm s

ol ¢ est une section de module 1 de ((5) Q t(@V) ® t(2). Lorsque codim W = 1
et rg= est pair, il faut remplacer dans la formule ci-dessus la forme ypsiymL
par la forme 24 oiu A est la forme de courbure totale relative de Ds(N,,) dans
Ew et la section ¢ est de module O ou 1.

Donnons-nous une métrique sur Ny,. Notons Sy, — W le fibré en spheres
unités correspondant. C’est le fibré en spheres d’un voisinage tubulaire de W
dans X. L’application Ds induit un homomorphisme de fibrés 4%s: Sy, — Ss,-
On constate que 4’s est dans la classe de W-homotopie de I’application 4s
introduite en proposition 3.4.2. Le corollaire résulte alors de 3.4.4 compte
tenu de ce que le degré local ¢ est de module 1 et de module O ou 1 lorsque
codim W = 1 et rg& pair.

3.5. Degré local. Précisons maintenant comment on utilise et comment
on détermine la section ¢ de #(5) ® (V) ® t(2) du corollaire 3.4.4. En
utilisant les isomorphismes canoniques #(5) @ #(5) ~ Retr, QR t(0V) = ¢y, ‘le
produit tensoriel par ¢ induit un morphisme de faisceaux localement libres de
rang 1 sur W, c; @ 1(5) — 7 @ 1(2). Ceci permet d’interpréter dans le corol-
laire 2.2.3 & e comme une forme 74 @ #(X)-tordue sur W et par suite
& e N yy (resp. Qe A A) est bien une mesure sur W. Lorsque rg5 =
codim W, on a rg¥ = O et il faut prendre par convention #(¥) = R. La forme
5 ® ¢ est alors ry-tordue sur W et est donc une mesure sur W. Lorsque de
plus, W est un point, 7y = R et g est une section de v, ® #(&). Supposons
B # 0; il existe alors un unique nombre réel 3| > O tel que B/|8| soit une
section entiere qui engendre 7z, ® t(5). Donc (8/]8)) ® e est un nombre entier
applé le degré local de s relativement a 8. Il existe parfois un choix canonique
de 3, lorsque par exemple 5 = T le fibré tangent 4 X, et on omet de préciser

3 ce qui revient a dire que pour tout x e W, Ds(x) est injectif.

4 si e est une base de &), & e ® e correspond 1. Si Or (8V), Or(X) sont des orien-
tations, a Or(X) ® Or (3V) correspond Or (W) tel que Or (W) ® Or (3V) = Or X dans
I’isomorphisme naturel 7y & 1(3V) ~ tx.
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dans ce cas que le degré local considéré est pris relativement a .

Pour déterminer la section =, on procéde comme suit. Plagons-nous sous les
hypothéses de 3.4.4 et supposons de plus que codim W > 1. Soient x ¢ W,
ds,: 0V, — Sz, application induite sur les fibres en x par 4s, ¥ le sous-
espace orthogonal & X et 4s,: V, — S, une application qui, composée avec
Iinjection S;, — S; donne une application homotope a 4s, dans S, — S;.
Donnons-nous au voisinage de x, une orientation Or (&) de 5, une orienta-
tion Or (3V) de 9V et une orientation Or (2) de 3. L isomorphisme canonique

aax

(3) ~ (&) Ot (Z')(déduit de l'isomorphisme canonique A 5 =~ A ®m/a\xz)

permet alors d’orienter S, a I’aide de Or (&) et Or (2). Notons deg (s) le
degré topologique de ’application 4s, entre les spheres 3V, et Sy, munies
des orientations Or (3V,) et Or (S;. ,) respectivement.
Proposition 3.5.1. On a «(4ds), = deg (s)-Or (&) ® Or @V ,) ® Or ().
D’apres le corollaire 3.4.3 on a

O, 5,8 = (—1 | Bl A [ ds¥aa

Comme 4s est homotope & une application 4s : 3V — S on a, vertu de la propo-
sition 2.6.1 et du théoréme 2.5.1,

O, 5.8) = (—1 [ B A [ 3% om At -
Mais on a

oz N\ wlpyy = (=™ af Naso

avec m = rgX compte tenu de 1’isomorphisme canonique de commutation

(L) ® ) _’L, t(2) ® t(31). Donc, par définition de 1’intégration par fibre,
0w, 5,9 = (~ 1y [ gl A [ It
Par définition on a
1s LW Is*(s5.1) = deg (s)-Or (34) ® Or (3V)
par suite

X:j Z’S*(O'z-l-) = &X»
v
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compte tenu de I’isomorphisme i décrit plus haut et des isomorphismes de
commutation de #@V) avec ¢(X) et 1(24).
On a donc

OW, 5,8 = (—1y™-(—1) jwmw-e A s

avec la section ¢ décrite par la proposition 3.5.1. Mais si m est impair et m <
r — 1, on a y; = 0 et on peut toujours prendre le signe indiqué dans la propo-
sition 3.5.1.

La description de ¢ dans le cas codim W = 1 demande une étude particuliere
laissée au lecteur. Notons seulement que le module de ¢ est 0 ou 1 et que la
formule 3.5.1, convenablement interprétée est encore valable lorsque rg& est
impair.

3.6. Intersections de sous-variétés. Soient Z une variété de dimension #
connexe sans bord, X et ¥ deux sous-varétés connexes de dimensions respectives
p et g, 7y et 7y des R-faisceaux inversibles d’ordre 2 sur Z qui induisent sur
X et Y respectivement les faisceaux d’orientation.

On a donc des classes fondamentales [X]e H*?(Z,7y) et [Y]e
H"4Z, zy). Pour toute forme fermée o sur Z, a support compact, 7, @ 7y
® rp-tordue et de degré p + g — n, ona [«¢] U [X]1U [Yle HYZ,7;) = R.
On se propose de donner une autre expression de ’application & — [e] U [X]
U Ir].

Soient Ny le fibré normal a X, V un voisinage tubulaire de X, p: V — Ny
un X-difféomorphisme de V sur le fibré en boule unité de N, pour une
métrique sur N, N le fibré vectoriel p*q*Ny sur V ol g: Ny — X est la
projection canonique. Soit §: ¥ — N la section déduite par changement de base
de la section diagonale de g*N sur Ny. Notons N le fibré N|y.3 et s: Y N ¥
— N la section 3 restreinte 2 ¥ N V. Notons que 1’ensemble des zéros de s est
xXny.

Proposition 3.6.1. Si X N Y est de mesure différentielle nulle dans Y, on
a

IUIXIU Y] =0X NY,s, al) .

Soient wy et wy des formes fermées sur Z dans les classes [X] et [Y] respec-
tivement. On a

lel U [X] U [Y]:fza/\wXAwy=La;y/\wX)Y

on peut prendre pour forme w, la forme p*w,;, (proposition 1.2.5), et comme
* le support de « Awy est alors un compact contenu dans ¥, on a
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[] U [X] U [¥] = jm aly A p¥oy, .

Soit U, une suite de sous-variétés 2 bord de Y N V, fermées dans Y N V telle
que U, CUget YU, =X NY.Comme X N Y est de mesure nulle, on a
k

U XIUYI=1m| . af A gty .
G J YAV ~TUg

Mais sur Y N V — Uy, p*w,, = p*(—dy,,,) (proposition 1.2.5). Par suite
[e] U [X]UI[Y]= (—1)’gﬁ]lcim o AN 0T

On a donc

[a] U [X] U [¥] = lim (—1>’g“_'f aly N\ s*p*oz ,
k—w aly

d’ou la proposition d’apres la formule (1) du § 2.1.

SiWestunouvertferméde X N Y,onala] UXIU[Y]=0(X NY,s,aly)
=0W.,s,alp) + O X NY — W,s, aly).

L’application a — O(W, s, aly) est appelée le terme local de Iintersection de
X avec Y relatif A Wetnoté (X, Y, W, «).

Soient W un ouvert fermé de X N Y qui soit une variété connexe de dimen-
sion strictement inférieure a celle de Y. On a, sur W, un diagramme de sous-
fibrés de T, | :

Txlw

'
A

Tylw

d’ol une suite de fibrés sur W et de morphismes de fibrés :
i i
(1) Ty —> Txly © Trlw —> Tzlw

avec i = Cl) ot j = (iyy —i). Onajoi = 0 ot i est injecti.
2

Corollaire 3.6.2. Si I'image de j dans (1) est un sous-fibré et si (1) est-une
suite exacte de fibrés, la section ¢ du corollaire 3.4.4 est de module 1.
Résulte do corollaire 3.4.6.
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3.7. Formule de Lefschetz. Soient X une variété compacte connexe
riemannienne de dimension n et f: X — X une application différentiable.

Soient 4 € X X X la diagonale, ', C X X X le graphe de f, p;, p, les
premiére et deuxiéme projections de X X X sur X. Comme pfT, induit sur
I'; le faisceau d’orientation de I'; on a une classe fondamentale [I/] ¢
HY X X X,p¥ry). On a de méme une classe fondamentale [4]¢
H"(X X X, p¥ry).

Posons

(1) Let (X,/) =41 U [I'/] .

A V’aide de la dualité de Poincaré on vérifie immédiatement que
Lef (X, ) = Zo (—1)¢ Tr (f, Hi(X)) .

Pour f = Idy on obtient
Lef (X, Idy) = Zo (— 1) rg (HH(X)) .

On a donc Lef (X, Id) = EP(X) caractéristique d’Euler-Poincaré de X.
Proposition 3.7.1. On a EP(X) = J Xre = Lirgl -
X

En effet si w, est une forme différentielle fermée sur X X X dans la classe
[4] (proposition 1.2.5), on a

EP(X) = [41 U [4] = I K A w; = L w4ls = (—D"L ATy -

XX
Remarque 3.7.2. Pour des raisons de parité on a EP(X) = 0 lorsque n
est impair. Ceci résulte de la proposition 3.7.1 car dans ce cas y,, = 0. Ceci
résulte aussi de la dualité de Poincaré lorsque X est orientable.
Supposons dorénavant que 4 N I’ soit de mesure différentielle nulle dans 4.
Notons « la section 7, » @ pfry ® pfFry qui au voisinage de tout point (x,y)
s’écrit

Or,, (X X X) ®O0r, (X))@ 01, (X) avec Or, , (X x X) = O1,(X) Or, (X) .

- L’ensemble 4 N I'; s’identifie par les projections a I’ensemble des points fixes
de f. Pour toute partie ouverte et fermée W de 4 N I, posons (cf. § 3.6)

(2) Let (X, ;W) =0, T, W,a) .

Si 4 N I', est une réunion finie de parties fermées disjointes W, on a donc
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Lef (X, /) = 2 Lef (X, f; W,) .

Le nombre Lef (X, f; W;) est appelé le nombre de Lefschetz local de f relatif &
W,. :

Soit W une partie ouverte et fermée de 4 N 7", qui soit une sous-variété
connexe de 4. Notons Ty le fibré tangent & X, Ty le fibré tangent & W, Ny
le sous-fibré de Tx|, orthogonal & Ty, py: Ty — X et py: Ny — W les
projections canoniques, exp : Ty — X I’application exponentielle. L application
& (p(&), exp (&) de Ty dans X x X induit un difféomorphisme d’un voisinage
de la section nulle sur un voisinage V de la diagonale.

Notons (x, y) — 3c_§ € T, I’application inverse. L’application expl|y, : N,
— X induit un difféomorphisme d’un voisinage de la section nulle sur un

voisinage U de W dans X. Pour x e U, posons n(x) = ppoexp ' (x) e W.

—

L’inverse au voisinage de W de exp|y,, est donc x + z(x)x. Comme W est fixé
par f, il existe un voisinage U’ de W tel que U’ < U, f(U’) C U, et tel que pour
tout x e U/, (x,f(x)) e V.

—>
De plus le chemin ¢ — exp tz(x)x, ¢ € [0, 1] est un chemin géodésique noté
g(z(x), x) joignant z(x) a x.
Notons 8,: Ty o — Tx,. le transport parallele le long de g(x(x), x).

— > —
L’application x — 6,(xf(x)) est une W-application car on a py o §,(xf(x)) = n(x)

—>
et pour x € U’ — W, 6,(xf(x)) # 0. Notons S|y le fibré en sphéres unités de

TX I W
Definition 3.7.3. On appelle indicatrice de f au voisinage de W, et on note

, L —> —>
Iy(f): U — W — Syl I'application x + 6,(xf(x))/||0,(xf(x)) .
Proposition 3.7.4. Soit V C U’ un voisinage tubulaire de W pour I’appli-

cation w. On a Let (X, f; W) = (— )" L Ly (H*(or,).

Par la définition (2), ona Lef (X,f; W) = ¥4, I";; W, ) et d’apres 2.4,
onalU,I';;W,a) = 0W,s,aly).

En utilisant le Vois~inage tubulaire de 4 donné par 1’application (x, y) — }_5,
on voit que le fibré N du § 3.4 n’est autre que pfTy. Il induit donc sur I,
identifié & X par la premi¢re projection, le fibré T,. La section s du § 3.6 est

alors la section x — ;f-(?) et I,,(f): U — W — S4|y n’est autre que ’applica-
tion 4s du § 3.4. La proposition résulte alors du corollaire 3.4.3.

Notons Sy, le fibré en sphéres unités de T,.

Definition 3.7.5. Nous dirons que f est sans glissement au voisinage de ¥,
s’il existe un voisinage tubulaire V' < U’ de W pour ’application =, tel que
Sw N Uw(HEM] = 8.

Supposons f sans glissement. Soient V' C U’ un voisinage tubulaire de W tel
que Sy N Lp(HEV)] =PetxeW.
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L’application I'y(Hlsr,: 8V, — Sxlw,» — Sw,» est homotope a une applica-
tion 7, w.o(f) 18V s — Sy, OU Sy, est la sphére unité de 1’espace normal a W
en x. Une orientation de X et de W au voisinage de x permet d’orienter ¥, et
Sxy,.c €t pour ces orientations, Iv.o(f) posséde un degré noté deg (W,f). Ce
degré ne dépend pas des orientations choisies ni du point x choisi.

Théoreme 3.7.6. Supposons | sans glissement au voisinage de W. Si
codim (W, X) > 1, ou bien si X est de dimension impaire, on a

Lef (X, f; W) = (—1)* deg (W, f)- EP(W) .

Résulte de la proposition 3.7.4, du corollaire 3.4.4 et de la proposition 3.5.1.
Notons Tw(f): Txlw — Txlw ’endomorphisme de T| induit par la diffé-
rentielle de f. Dans la décomposition: Ty|y = Ty @ Ny, Tyw(f) a une matrice

Id L
de la forme (O Id + M)'

Proposition 3.7.7. Pour que f soit sans glissement au voisinage de W, il
suffit que det M 5= 0. On a alors deg (W, f) = signe (det M).
Immédiate.
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